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Tujuan penelitian ialah menganalisis model matematika yang mampu 
menggambarkan penyebaran penyakit Leptospirosis dan membuat aplikasi yang 
merepresentasikan simulasi permodelan tersebut. Metode penelitian menggunakan 
SIR-SI model yang disolusikan dengan metode numerik Heun dan Adam Bashforth – 
Adam Moulton Orde 4 untuk mendapatkan gambaran hasil kalkulasi parameter 
terhadap persamaan diferensial. Hasil pengolahan parameter menggunakan kedua 
metode tersebut menghasilkan pendekatan data yang relatif sama. Simpulan yang 
dicapai dari penelitian yaitu, faktor yang mempengaruhi perkembangan kondisi 
penyakit Leptospirosis antara lain angka kematian dan kelahiran, kecepatan 
transmisi penyakit dan kecepatan penyembuhan dari penyakit Leptospirosis. 
 





The purpose of this research is analyzing mathematical models to describe the 
spread of Leptospirosis disease and create application that could represent the 
modeling simulation. The research method using SIR-SI modeling then find solution 
using Heun and Adam Bashfort – Adam Moulton Fourth Order numerical method to 
obtain the results from calculation the parameters of differential equations. The 
result from simulation using both methods, generating relatively the same approach 
data. The conclusions that could be achieved from this research that, the factors that 
influence the development of disease conditions Leptospirosis disease include 
mortality and birth rate, disease transmission speed and rate of recovery from the 
disease. 
 




1. Latar Belakang 
Di Indonesia, kasus Leptospirosis terjadi pada saat musim penghujan terutama pada 
daerah yang rawan banjir. Leptospirosis merupakan penyakit yang tergolong 
zoonosis yang berarti penyakit hewan yang menjangkiti manusia. Leptospirosis 
sendiri menjangkiti manusia melalui tanah dan air yang terkontaminasi urin hewan 
yang terjangkit Leptospirosis. Penyakit ini tergolong berbahaya karena gejala yang 
sulit terdeteksi pada awal terjangkit. Seseorang yang terjangkit pada awalnya hanya 
akan merasakan batuk, demam dan sakit kepala. Sehingga seringkali tidak terdeteksi 
hingga pada tahap akut akan menyebabkan kegagalan organ hati, ginjal dan 
pecahnya pembuluh darah hingga menyebabkan kematian. Berdasarkan info dari 
Kementerian Kesehatan Republik Indonesia pada tahun 2015, terdapat 435 kasus 
Leptospirosis di Indonesia dengan kematian yang mencapai 62 orang. Leptospirosis 
merupakan penyakit yang kurang menjadi perhatian namun memiliki dampak yang 
cukup berbahaya dibandingkan dengan penyakit menular lain.  
 
Analisis penyakit Leptospirosis  menggunakan permodelan SIR yang dimodifikasi 
sesuai dengan asumsi yang ditemukan dari penyakit yang diteliti. Permodelan SIR 
sudah banyak digunakan untuk meneliti analisis penyebaran penyakit lain. Seperti 
yang dilakukan oleh peneliti bernama Zach Yarus dalam jurnalnya yang berjudul “A 
Mathematical look at the Ebola Virus”. Jurnal ini membahas model SIR pada 
penyebaran penyakit Ebola pada populasi manusia di benua Afrika.  (Yarus, 2012). 
Selain itu, Claudia Mazza Dias  dan Edilson Fernandes de Arruda dari Brazil dalam 
jurnalnya yang berjudul “Computational Cost Optimization for Influenza A (H1N1) 
Epidemic Model” membahas tentang penyebaran penyakit flu H1N1 yang terjadi 
pada negara Brazil dengan menggunakan pendekatan algoritma metode Finite 
Difference. (Arruda & Dias, 2014). Kemudian, pada tahun 2015, Benny Yong dan 
Livia Owen meneliti tentang penyakit Mers-Cov pada jurnalnya yang berjudul 
“Model Penyebaran Penyakit Menular MERS-CoV: Suatu Langkah Antisipasi Untuk 
Calon Jamaah Umrah/Haji Indonesia”. Dalam jurnalnya, dibahas tentang penyebaran 
penyakit Mers-Cov yang terjadi pada jamaah Haji dari Indonesia yang sedang 
menunaikan ibadah di Arab Saudi. (Yong & Owen, 2015).  
 
Permasalahan yang dibahas pada penelitian kali ini bertujuan untuk mengetahui 
permodelan matematika yang dapat digunakan untuk merepresentasikan secara tepat 
penyebaran penyakit Leptospirosis, selain itu juga untuk mengetahui faktor apa saja 
yang mempengaruhi kondisi kesetimbangan penyakit Leptospirosis dan cara untuk 
merancang metode numerik yang digunakan untuk membuat aplikasi simulasi 
penyebaran penyakit Leptospirosis.  
 
2. Metide Penelitian 
 
 
Gambar 1. Metode Penelitian 
 
Pada tahap studi literatur, penulis melakukan studi literatur dengan membaca jurnal, 
buku, artikel yang berhubungan dengan topik penelitian, termasuk dengan 
mempelajari penelitian yang dilakukan sebelumnya. Melalui studi literatur ini, 
penulis mempelajari hal-hal yang berhubungan dengan penyakit Leptospirosis 
termasuk cara penyebaran, media penularan, penerapan model SIR-SI pada 
permodelan penyakit Leptospirosis hingga teori teori dasar yang membantu 
pemahaman penulis terhadap penyakit tersebut.  
 
Pada tahap identifikasi, dilakukan identifikasi permasalahan yang dihadapi dan 
pembatasan ruang lingkup masalah yang akan dikaji sehingga cakupannya tidak 
terlalu luas. 
 
Di permodelan matematis, penulis menentukan model matematis yang akan 
digunakan sebagai model dasar yang akan digunakan sebagai acuan penelitian ini 
yaitu model SIR-SI (Susceptible – Infected – Recovered – SusceptibleVector – 
InfectedVector).  Setelah itu penulis menentukan persamaan differensial dan 
melakukan penurunan rumusan dari model komplementer dan menentukan nilai 
batas dari persamaan tersebut. 
 
Pada tahap analisis matematis, penulis melakukan proses analisis terhadap 
permodelan matematis yang telah dibuat dengan menentukan metode analitis yang 
sesuai dengan model tersebut. Termasuk dengan menentukan titik – titik equilibrium 
dan kestabilan untuk kasus yang berbeda. Penentuan kestabilan dari titik equilibrium 
ini menggunakan determinan dari matriks Jacobian lalu didapatkan nilai eigen untuk 
masing - masing titik. 
 
Di tahap permodelan numerik, penulis memilih rumusan yang akan digunakan untuk 
menyelesaikan permasalahan dari topik tersebut secara numerik. Langkah ini 
bertujuan dalam proses pengimplementasian dari permodelan matematis ke dalam 
sistem aplikasi, karena sistem komputer tidak dapat menyelesaikan permasalahan 
matematis secara analitik. 
 
Proses pembuatan program melibatkan lima langkah sesuai dengan metode SDLC 
yang digunakan yaitu Waterfall Model yaitu:  
 Communication 
Pada tahap ini, proses pembuatan program diawali dengan melakukan 
komunikasi dan konsultasi secara intensif dengan dosen pembimbing terhadap 
requirement yang dibutuhkan dari aplikasi yang akan dibuat. Requirement 
program meliputi tiga bagian, yaitu input (halaman untuk memasukkan parameter 
kondisi populasi sesuai dengan nomenklatur), output (halaman untuk menyajikan 
data hasil pengolahan parameter dalam bentuk tabel numerik dan grafik dua 




Setelah mendapatkan gambaran mengenai aplikasi yang akan dibuat, langkah 
selanjutnya adalah merencanakan tampilan GUI aplikasi beserta bahasa 
pemrograman yang akan digunakan dan fitur apa saja yang dibutuhkan dalam 
aplikasi tersebut. Tahap perencanaan juga termasuk menentukan apakah aplikasi 
memerlukan sistem basis data atau tidak. 
 
 Modeling 
Pada tahap ini, perancangan program memasuki tahap permodelan yaitu dengan 




Proses konstruksi program simulasi tersebut menggunakan bahasa pemrograman 
Python dengan menggunakan piranti lunak Spyder dan pembuatan antar muka 
menggunakan piranti lunak QtDesigner yang merupakan bagian dari PyQt. 
 
 Deployment 
Setelah aplikasi simulasi telah selesai di konstruksi, maka pada tahap ini aplikasi 
sudah siap digunakan untuk melakukan simulasi terhadap penyebaran penyakit 
leptospirosis. 
 
Program yang telah selesai disusun, langkah selanjutnya adalah melakukan proses 
simulasi menggunakan program tersebut. Proses simulasi ini menggunakan data 
sekunder dan parameter yang didapatkan dari jurnal. Hasil dari proses simulasi ini 
kemudian akan diuji pada tahap selanjutnya. 
 
Hasil simulasi pada tahap sebelumnya kemudian akan dilakukan pengujian. 
Pengujian ini dilakukan dengan membandingkan hasil simulasi dari program tersebut 
dengan hasil dari jurnal acuan yang menjadi sumber data tersebut. Apabilan hasil 
simulasi tersebut sesuai dengan data yang ada pada jurnal, maka akan dilanjutkan 
dengan tahap selanjutnya. Tetapi apabila belum sesuai, maka harus dilakukan 
penyelidikan lebih lanjut mengenai penyebab hasil simulasi tidak sesuai dengan data 
pada jurnal. Karena itu, proses akan kembali pada fase permodelan matematis untuk 
melakukan pengecekan terhadap permodelan yang telah disusun. Langkah dari 
permodelan matematis sampai dengan uji validasi akan terus dilakukan secara iterasi 
sampai mendapatkan hasil yang sesuai dan akurat. 
 
Setelah data yang diperoleh dari hasil simulasi telah diyakini kebenaran dan 
keakuratannya. Maka proses selanjutnya adalah menggunakan hasil simulasi tersebut 
untuk dilakukan penarikan kesimpulan. Pada tahap ini telah dipastikan bahwa 
software telah dapat digunakan untuk penelitian ataupun dikembangkan lebih lanjut 




3. Model SIR – SI  
Dalam model SIR-SI yang digunakan, populasi manusia dibagi menjadi tiga 
kelompok yaitu populasi manusia yang rentan terhadap Leptospirosis (Susceptible), 
populasi manusia yang terinfeksi Leptospirosis (Infected) dan populasi manusia yang 
sembuh dari Leptospirosis (Recovered). Sedangkan vektor yaitu tikus terbagi 
menjadi dua yaitu populasi yang rentan terhadap Leptospirosis (Suceptible) dan 
populasi vektor yang terinfeksi Leptospirosis (Infected). 
 
Asumsi yang digunakan dalam penelitian ini yaitu: 
 Manusia yang baru lahir tidak bersifat imun dan rentan tertular penyakit ini 
secara langsung. 
 Semua kompartemen dari populasi manusia dan vektor terdistribusi merata dalam 
komunitas. 
 Manusia dapat tertular oleh vektor yang terinfeksi namun tidak dapat tertular oleh 
manusia lain yang terinfeksi. 
 Manusia yang terkena penyakit Leptospirosis tidak dapat menularkan kepada 
golongan vektor yang Susceptible. 
 Susceptible vektor menjadi Infected vektor secara langsung tanpa dibutuhkan 
periode inkubasi. 
 Bayi yang baru lahir akan masuk ke golongan susceptible apabila lahir dari induk 
yang susceptible, dan akan masuk ke golongan infected apabila lahir dari induk 
yang infected. 
 Transmisi penyakit bergantung kepada densitas susceptible dan infected. 
 Total populasi manusia dan vektor tetap konstan. 
 
Berdasarkan asumsi tersebut, model penyebaran penyakit leptospirosis dapat 
digambarkan dalam model kompartemen seperti yang terlihat pada Gambar 2. 
 
 Figure 2. Compartments Model for Leptospirosis 
 
Berdasarkan gambar 2,  dapat diturunkan persamaan diferensial biasa yang 
merepresentasikan hubungan pada model kompartemen tersebut, yaitu: 
   
  
                            (1) 
   
  
                         (2) 
   
  
                       (3) 
   
  
                           (4) 
   
  
                           (5) 
 
Using constraint            and        , ordinary differential 
equation in equation (1)-(5) can be simplified into: 
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Titik kesetimbangan  dapat dirumuskan dengan cara membuat ruas kanan pada 
persamaan (6) – (8) menjadi nol. Hal ini akan menghasilkan dua titik kesetimbangan 
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit    (           )  (     ) dan titik 
kesetimbangan endemik    (           ). 
 
Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit dicapai dengan kondisi    (           )  
(     ), Sehingga matriks jacobian untuk titik kesetimbangan bebas penyakit adalah: 
 (  )   [
 (      )    
   (      )  
              
]   (9) 
 
Dari matriks jacobian pada persamaan (9) kemudian dikurangi dengan notasi   , 
dimana I merupakan matriks identitas, sehingga didapatkan: 
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]       (10) 
 
Determinan dari matriks pada persamaan (10) tersebut kemudian dapat digunakan 
untuk mencari nilai eigen dari titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu: 
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Titik Ekuilibrium Endemik 
Titik kesetimbangan bebas penyakit dicapai dengan kondisi    (           ), 
dari persamaan (6) - (8), maka akan didapatkan: 
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Dalam penelitian ini, penyebaran infeksi antara manusia dan vektor diasumsikan 
berlangsung pada musim penghujan. Ini berarti basic reproduction number yang 
diwakili simbol   (  ) bergantung pada    , yang menyebabkan persamaan 
(14),(15) dan (16) dapat disederhanakan menjadi: 
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Sehingga matriks jacobian untuk titik kesetimbangan endemik dapat dituliskan 
menjadi: 
 
 (  )
  [
       (      )         (         )
   (      )  




Dari matriks jacobian pada persamaan (20) kemudian dikurangi dengan notasi   , 
dimana I merupakan matriks identitas, sehingga didapatkan: 
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Determinan dari matriks pada persamaan (21) tersebut kemudian dapat digunakan 
untuk mencari nilai eigen dari titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu: 
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Berdasarkan teorema yang dikemukakan oleh (O'Regan, Kelly, Korobeinikov, 
A.O'Callaghan, & Pokrovskii, 2010) di buku berjudul “Lyapunov Functions for SIR 
and SIRS Epidemic Models”, nilai eigen yang didapatkan dari keadaan bebas 
penyakit dan endemic dapat ditarik kesimpulan bahwa: 
 Kondisi bebas penyakit saat    akan asymptotically stable jika   (  )    
dan akan menjadi tidak stabil saat   (  )    
 Kondisi endemic saat    akan asymptotically stable jika   (  )    dan 
akan menjadi tidak stabil saat   (  )    
 
 
4. NUMERICAL METHODS 
4.1. Heun’s Method 
Heun’s Method merupakan pengembangan dan perbaikan dari Euler Method yang 
biasanya disebut juga dengan Modified Euler Method. Heun’s Method merupakan 
salah satu metode untuk meningkatkan estimasi dari perbaikan nilai slope. Perbaikan 
perkiraan slope tersebut, ditempuh melalui nilai turunan dari slope pada titik awal. 
Kemudian mencari turunan slope pada titik akhir dan nilai tersebut dirata – ratakan. 
Metode Heun didapatkan dengan penurunan dari deret Taylor. (Chapra & Canale, 
2010, p. 720). 
 
Langkah – langkah metode Heun diawali dengan mencari slope awal dari interval 
dengan formula: 
    




dimana    merupakan nilai rata – rata dari tangent slope pada endpoint dari 
         , sehingga persamaan dari pendekatan tersebut dapat ditulis dengan:  
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Ubah              pada persamaan (25) sehingga diperoleh: 
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Sebagai sebuah pendekatan menuju  (    ). Berdasarkan turunan pada metode 
Euler, maka nilai  (  ) dapat diganti dengan nilai pendekatan   , sehingga 
persamaan ke (2.6) dapat ditulis menjadi: 
 
         
 
 
( (     )   (      (    ))) (28) 
 
Persamaan tersebut belum dapat digunakan karena nilai dari  (    ) yang muncul 
pada bagian kanan persamaan tersebut belum diketahui. Sehingga nilai tersebut dapat 
diganti dengan      (     ), yang didapatkan dari teorema dasar metode Euler. 
Sehingga persamaan dari metode Heun adalah sebagai berikut: 
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Komputasi tersebut kemudian dapat disederhanakan dalam bentuk yang lebih mudah 
dipahami sebagai berikut:  
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4.2. Adam Bashforth – Adam Moulton Orde 4 
Metode Adam Bashforth dan Adam Moulton merupakan salah satu metode numerik multistep, yaitu 
metode numerik yang proses komputasinya menggunakan nilai dari solusi pada step 
sebelumnya. (Chapra & Canale, 2010, p. 768). Metode ini merupakan predictor – 
corrector method, dimana metode Adam Bashforth merupakan predictor yang 
bersifat eksplisit yaitu hanya menggunakan nilai dari solusi step sebelumnya untuk 
mendapatkan solusi pada step tersebut. Sedangkan metode Adam Moulton 
merupakan corrector yang bersifat implisit yaitu melibatkan nilai dari step dirinya 
tersebut untuk menghasilkan solusi dari step tersebut. Metode predictor digunakan 
untuk mendapatkan pendekatan nilai dengan langkah yang sederhana dan cepat, 
namun kekurangannya adalah kurang akurat. Sedangkan metode corrector 
membutuhkan komputasi yang lebih rumit sehingga mengurangi kecepatan kalkulasi 
namun memberikan solusi yang lebih akurat. Oleh sebab itu, corrector digunakan 
untuk memperbaiki pendekatan nilai dari predictor, sehingga dapat memberikan 
pendekatan nilai yang akurat dan juga cepat. (Boyce & DiPrima, 2001, p. 442). 
 
 
Koefisien dan truncation error pada metode Adam Bashforth dan metode Adam 
MBashfort – Moulton secara berturut – turut dapat dilihat pada gambar 3 dan 4. 
 
 
Figure 3: Coefficients and Truncation Error for Adam Bashforth method 
(Chapra & Canale, 2010, p. 770) 
 
 Figure 4: Coefficients and Truncation Error for Adam Moulton method 
(Chapra & Canale, 2010, p. 772) 
 
5. SIMULATION 
5.1. Kasus Bebas Penyakit 
Pada simulasi untuk kasus Steady State Bebas Penyakit, telah ditetapkan beberapa 
parameter untuk percobaan, yaitu angka kelahiran alami manusia (  ) sebesar 1.6, 
angka kelahiran alami vektor (   ) sebesar 1.2, angka kematian populasi manusia 
(   ) sebesar 0.034, tingkat transmisi Leptospirosis dari vektor yang infected kepada 
manusia yang susceptible (  ) sebesar 0.0098, tingkat transmisi Leptospirosis dari 
vektor yang infected kepada vektor yang susceptible (  ) sebesar 0.0078, tingkat 
imunitas manusia yang recovered menjadi susceptible kembali (  ) sebesar 0.00067, 
laju manusia yang recovered dan masuk ke fase imun (  ) sebesar 0.007, angka 
kematian alami populasi vektor (   ) sebesar 0.417, tingkat kematian manusia 
karena Leptospirosis (   ) sebesar 0.0000001, tingkat kematian vektor karena 
Leptospirosis (   ) sebesar 0.0094 dengan waktu inisialisasi (t) dimulai dari detik ke-
nol dengan interval maksimal sebanyak 50.000 iterasi. Dengan ketentuan awal 
populasi manusia susceptible (  ) sebesar 100, populasi manusia infected (  ) 
sebesar 20, populasi manusia recovered (  ) sebesar 30, populasi vektor susceptible 
(  ) sebesar 50, populasi vektor infected (  ) sebesar 10. 
 
Hasil simulasi penyebaran penyakit Leptospirosis untuk kasus bebas penyakit dengan 
menggunakan metode Heun’s dan Asam Bashfort – Moulton’s ditunjukkan secara 
berturut – turut oleh Gambar 5 dan 6. Pada kedua gambar ini, kurva berwarna hitam, 
merah, hijau, biru, dan ungu secara berturut – turut menunjukkan jumlah individu 
yang berada di dalam kelompok susceptible, infected, recovery, susceptible vector, 
dan infected vector untuk setiap waktu. Kedua metode ini memberikan hasil simulasi 
yang serupa, dimana semua kelompok selain susceptible akan menuju ke 0 seiring 
dengan bertambahnya waktu. 
  
Gambar 5: Simulasi Kasus Bebas Penyakit Berdasarkan Metode Heun’s  
 
 
Gambar 6: Simulasi Kasus Bebas Penyakit Berdasarkan Metode Adam 
Bashfort – Moulton’s  
  
 
5.2. Kasus Endemik 
 
 
Gambar 7: Simulasi Kasus Endemik Berdasarkan Metode Heun’s  
 
 
Gambar 8: Simulasi Kasus Endemik Berdasarkan Metode Adam Bashfort – 
Moulton’s  
Pada simulasi untuk kasus Steady State Endemik, telah ditetapkan beberapa 
parameter untuk percobaan, yaitu angka kelahiran alami manusia (  ) sebesar 1.6, 
angka kelahiran alami vektor (   ) sebesar 1.2, angka kematian populasi manusia 
(   ) sebesar 0.034, tingkat transmisi Leptospirosis dari vektor yang infected kepada 
manusia yang susceptible (  ) sebesar 0.0098, tingkat transmisi Leptospirosis dari 
vektor yang infected kepada vektor yang susceptible (  ) sebesar 0.0078, tingkat 
imunitas manusia yang recovered menjadi susceptible kembali (  ) sebesar 0.00067, 
laju manusia yang recovered dan masuk ke fase imun (  ) sebesar 0.007, angka 
kematian alami populasi vektor (   ) sebesar 0.17, tingkat kematian manusia karena 
Leptospirosis (   ) sebesar 0.0000001, tingkat kematian vektor karena Leptospirosis 
(   ) sebesar 0.0094 dengan waktu inisialisasi (t) dimulai dari detik ke-nol dengan 
interval maksimal sebanyak 50.000 iterasi. Dengan ketentuan awal populasi manusia 
susceptible (  ) sebesar 100, populasi manusia infected (  ) sebesar 20, populasi 
manusia recovered (  ) sebesar 30, populasi vektor susceptible (  ) sebesar 50, 
populasi vektor infected (  ) sebesar 10. 
 
Hasil simulasi penyebaran penyakit Leptospirosis untuk kasus endemik dengan 
menggunakan metode Heun’s dan Asam Bashfort – Moulton’s ditunjukkan secara 
berturut – turut oleh Gambar 7 dan 8. Pada kedua gambar ini, kurva berwarna hitam, 
merah, hijau, biru, dan ungu secara berturut – turut menunjukkan jumlah individu 
yang berada di dalam kelompok susceptible, infected, recovery, susceptible vector, 




Permodelan penyakit Leptospirosis dengan menggunakan model SIR-SI yang 
diterapkan pada populasi manusia dan vektor di dalam suatu wilayah dapat 
menggambarkan kondisi populasi pada saat ini hingga waktu kedepan. Model SIR – 
SI dapat diselesaikan secara numeric untuk memberikan gambaran simulasi jumlah 
individu di setiap kelompok. Berdasarkan hasil analisa diperoleh bahwa faktor yang 
mempengaruhi kondisi kesetimbangan penyakit Leptospirosis antara lain tingkat 
transmisi penyakit, tingkat penyembuhan penyakit, laju kematian dan kelahiran dari 
masing -masing kelompok populasi. 
Nomenklatur 
    : Jumlah populasi manusia bergolongan susceptible. 
    : Jumlah populasi manusia bergolongan infected. 
    : Jumlah populasi manusia bergolongan recovered. 
    : Jumlah populasi vektor bergolongan susceptible. 
    : Jumlah populasi vektor bergolongan infected. 
    : populasi manusia di suatu wilayah. 
    : populasi vektor di suatu wilayah. 
t   : jangka waktu dalam satuan hari. 
    : angka kelahiran alami populasi manusia. 
     : angka kelahiran alami susceptible vektor. 
     : angka kelahiran alami infected vektor. 
     : angka kematian alami populasi manusia yang susceptible dan  
recovered. 
     : angka kematian populasi manusia bergolongan infected. 
     : angka kematian alami populasi vektor yang susceptible. 
     : angka kematian populasi vektor yang infected. 
    : tingkat transmisi Leptospirosis dari infected vektor ke manusia 
bergolongan susceptible. 
    : tingkat transmisi Leptospirosis dari infected vektor ke susceptible 
vektor. 
    : basic reproduction number. 
    : titik equilibrium kondisi bebas penyakit. 
    : titik equilibrium kondisi endemik. 
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